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Resumen

En el articulo se desarrolla un teorema fundamental de redes que pone en relacién matematica
directa los dos procedimientos de célculo de circuitos eléctricos: el analisis de malla y el anélisis
nodal. La base es el algebra topolégica introducida por Weyl en 1927 en el calculo de circuitos
eléctricos, asi como la identidad matricial de Frobenius y Schur. A través del teorema de redes,
la matriz de resistencias de malla y la matriz de conductancias nodales pueden transformarse
directamente entre si mediante sus inversas. El teorema ademés refuta la opinién, ampliamente
difundida en la literatura internacional sobre la teoria del calculo de circuitos eléctricos, de que
el anélisis de malla no seria aplicable a circuitos no planos. Estos planteamientos atribuian la
validez y aplicabilidad del anélisis nodal por encima del anélisis de malla.

Autores estadounidenses de célebros libros de texto y monografias publicados por editoriales
de prestigio como Springer, Pearson, McGraw Hill e IEEE comenzaron a transferir la regla
de signos del analisis nodal al anélisis de malla. De este modo asignaron simplemente valores
negativos a los elementos no diagonales de la matriz de resistencias, sin considerar la direccién
real de las corrientes de rama en relacion con la orientacion de la malla conforme a Kirchhoff.
Esta simplificacion solo es valida para circuitos planos; formulada en términos mateméaticos
generales es incorrecta, pero fue adoptada con frecuencia sin revisiéon, reproducida, traducida
y presentada como universal. El famoso aforismo de Einstein, "Hazlo todo tan simple como
sea posible, pero no mas simple", resulta aqui muy pertinente, dado que estos autores se ven
obligados a integrar un paso adicional en el andlisis de malla para evitar errores.

El ejemplo numérico de calculo de un circuito en forma de un grafo no plano de Kuratowski
K5 respalda la demostracién general con valores concretos.

Dado que el analisis nodal se basa en la conservaciéon de la carga y el analisis de malla en
la conservaciéon de la energia, el teorema convierte sistemas de ecuaciones de conservaciéon de
carga en sistemas de conservacion de energia y viceversa. Ademas, el teorema puede extenderse
a sistemas de ecuaciones de conservacion de energia y de masa, y en general a sistemas acopladas
de flujo y energia. El teorema define un operador para sistemas duales como sistemas de flujos
y de energias que permite transformar sus representaciones unos en otros.

El teorema de redes permite a disenadores y analistas de circuitos eléctricos, sistemas
inteligentes de sensores digitales —por ejemplo, para la proteccién y control de sistemas de
suministro energético distribuidos—, sistemas inteligentes de biosensores o estimadores digitales
basados en estructuras planos o tridimensionales, seleccionar de manera sencilla el método de
célculo 6ptimo con un esfuerzo computacional minimo y la maxima estabilidad, especialmente
cuando el tamano de la red genera limitaciones numeéricas.



1. Introduccién

El calculo de redes de resistencia eléctrica parece ser tedéricamente completo y exhaustivo.
Las corrientes y los voltajes de circuitos eléctricos se pueden calcular utilizando el analisis nodal,
basado en la ley de Kirchhoff de los nodos, o el andlisis de malla, basado en la ley de Kirchhoff de
las mallas [1], [2]. Por razones numeéricas se elige un método que conduce a una menor cantidad de
ecuaciones independientes [3], [4]. También existen métodos que utilizan ambas leyes de Kirchhoff
[3], [4], [5]- Los distintos procedimientos se han ampliado para su aplicacion en redes lineales y
no lineales, que ademas pueden contener inductancias, capacidades o fuentes controladas. [3]. Para
ello, existen diferentes métodos en el dominio temporal o el dominio de la frecuencia, el dominio de
Laplace, el dominio z o el espacio de estados [3], [5].

Aunque a primera vista el tema parece cerrado, hoy en dia todavia se discuten las propiedades de
las representaciones generalizadas y especiales y las aplicaciones del algebra topolégica introducida
por Weyl en el céalculo de circuitos. Actualmente se estdn debatiendo los problemas que plantean
los analisis de flujo de carga y estabilidad para las redes intercontinentales [6], [7], [8].

Estos métodos son aplicables a circuitos eléctricos conectados cuyo grafo dirigido tiene un "arbol
completo". Asi como exclusivamente ramas con diferentes nodos iniciales y finales. Por lo tanto, un
nodo debe conectar al menos dos ramas.Y no hay ramas paralelas entre dos nodos [3], [4], [7], [8]-

Numerosos autores en todo el mundo limitan la aplicacién del analisis de malla a circuitos planos,
es decir, sin cruces. [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15]. Por lo tanto, introducen un paso adicional para
comprobar si el circuito es plano. Los circuitos no planos se resuelven mediante el anélisis nodal. Los
autores de [9] incluso priorizan fundamentalmente la aplicabilidad del analisis nodal por sobre la del
andlisis de malla. Esta limitacion es el resultado de un procedimiento especial, muy simplificado y
formalizado, de analisis de malla. Este método, demasiado simplificado, utiliza las llamadas "mallas
ventana', que son mallas que no encierran a otras. El método simplificado conduce, en su aplicacion
en circuitos tridimensionales, a signos erréneos en la asi llamada matriz de resistencia. Porque los
valores de resistencia de los elementos no diagonales se introducen de forma analoga al método
nodal, simplemente con signo negativo. Esto contradice el analisis de malla segun 3|, [16], [4],
que determina estos valores de resistencia como positivos o negativos en relacién con la direccién
de la malla y la direccién de la corriente de rama. Con una matriz de resistencia incorrecta se
calculan corrientes de malla erroneas. 9], [10], [11], [12], [13], [14], [15]. Los autores, [17], exponen
detalladamente las dificultades del método de las mallas, formalizado especificamente para circuitos
planos con las denominadas mallas de ventana. Proponen un método modificado que, si bien presenta
ciertas simetrias con respecto al método nodal, también parece igualmente complicado y no alcanza
la sencillez y claridad del método original de las mallas de Kirchhoff. Los autores de [4] relacionan
los sistemas de mallas completos con los sistemas de mallas fundamentales. A partir de un circuito
(p.245, fig. 3.1.5. a), muestran que este grafo plano especifico se opone a la biasqueda en arbol. Es
cierto, porque el circuito contiene algunas ramas paralelas entre dos nodos, que pueden unirse o
simplificarse en una rama de acuerdo con las reglas bésicas eléctricas ! en la preparacién topolégica
del circuito. Lo que los autores no mencionan y profundizan. En muchos tratados, el andlisis de
malla se presenta de forma incorrecta o incompleta. Otra razén méas para tratar el tema en detalle.
La relacion matematica directa entre las inversas de la matriz de resistencia de malla y la matriz de
conductancia nodal derivada en este articulo sobre la base del algebra topolégica refuta la descripcion
de los autores de [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15] y muestra de manera general que el analisis de
malla presentado a continuacién se puede aplicar sin restricciones. Una razén para la generalizaciéon
inexacta puede verse en la separaciéon de la introduccién de los teoremas de Kirchhoff de la fisica.
Mientras tanto, muchos autores solo indican las ecuaciones de forma puramente matemética y no
demuestran que el andlisis nodal se basa en la conservacién de la carga y el andlisis de malla en
la conservacién de la energfa. La literatura para la aplicacién del andlisis de malla para circuitos

!Como es el calculo de conexiones en serie y en paralelo de resistencias, las leyes de Kirchhoff [1], [2], el teorema
de Mayer [18] y el teorema de Helmholtz [19].



tridimensionales es contradictoria, de aqui la necesidad de abordar este tema. También faltan en
la literatura ejemplos de célculos con circuitos no planos [3], [16], [4]. Por ello, los autores de [20]
calculan un circuito no plano ejemplar mediante el analisis de malla, analizan sisteméticamente los
origenes de la generalizacion errénea y, finalmente, distinguen entre el analisis de malla direccional
v el no direccional. Las explicaciones de este articulo se basan en el analisis de malla direccional.

En este articulo aplicamos el teorema derivado a continuacién al circuito no plano representado
en la figura 1 y calculamos las corrientes y los voltajes de las ramas. Las explicaciones de este
articulo se basan en el analisis de malla direccional.

El grafo del circuito elegido en este articulo corresponde al grafo K5 de Kuratkowski es uno de
los grafos no planos més pequenos. El grafo K5 de Kuratkowski es un grafo completo, en el que
todos los nodos estan conectados directamente entre si. Con ayuda de los grafos de Kuratowski K35
y K33 , segtn el teorema de Kuratowski se distingue entre grafos planos y no planos. Si un grafo
contiene los grafos de Kuratowski K5 o K33, o ambos, entonces no es plano. El circuito de este
articulo difiere marginalmente del circuito de [20]. Con el fin de generalizar, en el circuito de este
articulo se ha sustituido una fuente de tensiéon por la fuente de corriente equivalente segiin Mayer 2
[18], [21].

Por lo tanto, en este articulo se esperan los mismos resultados para las corrientes y voltajes
calculados que en [20]. De este modo, las explicaciones de [20], [22] sirven como referencia, en la que
se calcula el circuito en la figura 1 con ayuda del anélisis de malla y del anélisis nodal sin algebra
topolégica.

Figura 1: Circuito no plano con 5 nodos (N,, = 5; I, I, III, IV, V) y 10 ramas (N, = 10;a...j), los
siguentes resistencis de rama Ry, = [R, Ry R. R. Rq Ry Ry Ry, R; Ri]T =[123456789 IO]T
y las fuentes de voltaje y corriente Vg, =5V, Ig, = %A

Para derivar ecuaciones compactas para el andalisis de malla y el anéalisis nodal basados en el
algebra topologica introducida en la fisica por Weyl [6], primero preparamos topologicamente el
circuito. Ordenar corrientes, voltajes y resistencias, asi como las fuentes de corriente y voltaje, de
forma adecuada en vectores y matrices [3], [18]. En cada rama, la direccién de la corriente de la rama
se marca con una flecha. Esta direccién puede ser béasicamente arbitraria, pero en este caso no es
recomendable para un calculo eficiente. En los siguientes pasos se determina el denominado "arbol
completo", asi como las ecuaciones matriciales para el anélisis de malla y el andlisis nodal con ayuda
de las matrices topologicas, en este caso las matrices de incidencia [3]. Las matrices de incidencia
contienen la informacién topolégica sobre la ubicacién de una rama en la red en relacién con los nodos

2El teorema de Mayer también se conoce en los paises de habla inglesa erroneamente como el teorema de Norton.
Mayer lo publicé de forma concisa y sucinta en una revista de telecomunicacion alemana reconocida [18], 1927. Norton,
por su parte, lo describi6 ese mismo afo en un informe interno de la empresa [21], 1927, que no se hizo piblico hasta
por lo menos una década més tarde.



v las mallas. La matriz de incidencia de voltaje de nodos indica qué rama esté conectada a qué nodo.
La matriz de incidencia de corriente de malla indica qué rama se encuentra en qué malla. Con estas
dos matrices topoldgicas, la informacion topoldgica del circuito se puede procesar algebraicamente
hasta obtener la solucién. En el articulo se consigue establecer las matrices topoldgicas de manera
muy eficiente, ya que las matrices de incidencia fundamentales se pueden derivar directamente
del circuito preparado topologicamente. A continuacién, se desarrolla la relacion directa entre las
inversas de la matriz de conductancia y la matriz de resistencia utilizando la identidad matricial
de Frobenius y Schur 2 [23], [24]. A continuacién, el circuito se calcula numéricamente segiin los
presentados métodos. Este método es muy eficaz desde el punto de vista didactico, ya que ambas
matrices de incidencia fundamentales se obtienen muy facilmente, especialmente para el grafo
completo de Kuratowski K5. Posteriormente, la aplicabilidad de la relacién se amplia a matrices de
incidencia no fundamentales [4].

Al final, el teorema define un operador para sistemas duales como sistemas de flujos y de energias
que permite transformar sus representaciones duales unos en otros.

A continuacion se utilizan leyes fundamentales, como la conservaciéon de la energia y la carga, las
leyes de Kirchhoff, el teorema de Weyl #, los teoremas de Mayer y de Helmhotz ® o el lema de inversion
de matrices de Frobenius y Schur, sin demostraciéon. Sin embargo, para facilitar la comprensién en
este contexto, se ilustran adecuadamente algunos aspectos de las relaciones utilizadas.

2. La preparacién topoldgica del circuito eléctrico

Para aplicar eficazmente el algebra topolégica al calculo de circuitos eléctricos [6], conviene
representar cada rama x mediante lo que se denomina una rama general [3], [4]. La rama general
consta de una resistencia, R,, as{ como una fuente de tensién y corriente, Vg, , Is, . Si las fuentes no
estdn presentes en la rama, simplemente se establecen en cero (Vg, = 0V, Ig, = 0A) y se introducen
en los vectores correspondientes de las fuentes de corriente y tension de los conjuntos de ecuaciones
(2), (3). Si las fuentes no aparecen en la rama, simplemente se anulan (Vs, =0,V, Is, =0,A) y se
introducen en los vectores correspondientes a las fuentes de corriente y de voltaje de los sistemas
de ecuaciones (2), (3). Este procedimiento corresponde en la solucién presentada a) a la sustitucion
Automatica'de la fuente de voltaje inexistente por un cortocircuito, asi como b) a la sustitucion de
la fuente de corriente ausente por un circuito abierto. Ambos segin la superposicién de Helmholtz
[19], [3], [4].

Aunque las direcciones de referencia de las flechas pueden fijarse arbitrariamente, resulta
ventajoso emplear, ademés de un esquema estandarizado de sustitucion de la rama general (x),
direcciones de referencia uniformes y claramente definidas. En este caso adoptamos la convencion
del consumidor [3], [4].

Si las direcciones reales de las fuentes de corriente y de tensiéon en las ramas no coinciden con
las predefinidas, sus valores se introducen con signo negativo en los vectores correspondientes.

En la figura 2 se muestra la interconexién de los elementos de una rama general. Las direcciones
de referencia de las corrientes y voltajes de las ramas, asi como de las fuentes de voltaje y corriente,
se definen para todas las ramas como en la figura 2, en funcién de U, e I,.

Las relaciones matematicas de la ecuacion (1) entre las distintas magnitudes de las ramas se
obtienen de acuerdo con las leyes de Kirchhoff de nodos y mallas, as{ como mediante la ley de Ohm,
aplicada en el andlisis de corrientes de malla en términos de resistencia y en el analisis nodal en
términos de conductancia. En la ecuacion (1) se emplea implicitamente la relacion entre la resistencia

3La identidad matricial de Frobenius [23], 1912, y Schur [24], 1918, - los tltimos representantes de la Escuela de
Algebra de Berlin - , también se conoce en los paises de habla inglesa erréneamente como la identidad matricial de
Woodbury. Woodbury, por su parte, la publicé en una forma diferente como 3 décadas después [25], 1949.

“El teorema de Weyl [6], 1927, también se conoce en algunos paises erréneamente como el teorema de Tellegen.
Tellegen, por su parte, lo publicé como 2 décadas después [26], 1952.

SEl teorema de Helmholtz [19], 1853, también se conoce en algunos paises erréneamente como el teorema de
Thévenin. Thévenin, por su parte, lo publico como 3 décadas después [27], 1883.
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Figura 2: Rama general con resistencia (R, ), fuente de voltaje (Vs,) y fuente de corriente (Ig,) asi
como las direcciones definidas.

y la conductancia (R; = 1/G).

Ve =Vgr, — Vs,

I, =1Ip, —Is

Vr, = Ry - IR, (1)
Ir, =Gy - Vg,

Para establecer las denominadas matrices de incidencia fundamentales, empleamos el método clasico
introducido por Kirchhoff del arbol completo [4], [6], [18]. El arbol completo estd formado por
aquellas ramas que conectan todos los nodos sin generar circuitos cerrados, mientras que las
demés ramas corresponden ramas de conexién. Kirchhoff, al determinar el ntmero de ecuaciones
independientes en ambos métodos, llegé al arbol completo suprimiendo sucesivamente ramas
individuales. En la actualidad, resulta més sencillo conectar directamente todos los nodos evitando
la formacién de mallas. La figura 3 muestra el resultado de la preparacién topologica: un grafo
direccional del circuito con un arbol completo, los nodos numerados y las direcciones de referencia
definidas para las corrientes y voltajes de las ramas.

1I III

Figura 3: Circuito con las ramas del arbol (rojo: a, b, ¢, e) y las ramas de conexion (negro: d, f, g,
h, j, i)

La figura 3 muestra la agrupacion de las ramas individuales del circuito en ramas de arbol (rojo:
a, b, ¢, e) y ramas de conexion (negro: d, f, g, h, j, i).

Basandonos en el drbol completo definido en la figura 3 y en la agrupacion resultante, ordenamos
las corrientes, los voltajes y las resistencias de las ramas del arbol en los siguientes vectores con los
indices tr (derivado del inglés tree): vector de resistencia de la rama del arbol (r4,.), vector de tension
de las ramas del arbol (V4,.), vector de corriente de las ramas del arbol ([y.), asi como el vector de
fuentes de tension de las ramas del arbol (Vg,, ) v el vector de fuentes de corriente de las ramas del



arbol (Ig,,). El conjunto de ecuaciones (2) muestra la asignacion para las ramas del arbol.

Ra VS @ I Sa Va I a
R \% I Vi 1

Tty = Rlc) VStr = ng [St'r = Iib ‘/tr = Vi Itr = II: (2)
R Vs, Is, Ve I

De manera analoga, las corrientes, los voltajes y las resistencias de las ramas de conexién se agrupan
en los vectores correspondientes al cotree, identificados con el subindice ctr (del inglés cotree): el
vector de resistencias del cotree (rq), el vector de voltajes del cotree (Ve ), el vector de corrientes
del cotree (I.4), junto con los vectores de fuentes de voltaje (Vs,,,) v de corriente (Ig,,, ).

Ry Vs, Is, Va Iy
_ Rg — VSg — ISg — Vg _ Ig
Tetr = Ry, Ve = VSh Is,,. = [Sh Vetr = v Loy = I, (3)
RJ VS] ISj V] Ij
| R; | L Vs, | | s, ] L Vi L 1; ]

Las corrientes y voltajes de las resistencias derivadas se resumen en los siguientes vectores: Vg,,,
IRtr? VRct'r7 IRctr:

VR d I Rd
VR, IR, VR, I,
_ | VR, _ |In, VR, _ | IR,
VRtr VR(‘ IRt'r - IRC VRCtT VRh IRctr - IRh (4)
VRE 1 Re VR j 1 Rj
LVE; | LR, ]

A partir de los vectores de las resistencias de rama de la ecuacion (2) y (3) se pueden establecer
facilmente las matrices de resistencia de rama diagonales R y R, asi como las matrices de
conductancia de rama diagonales correspondientes (G v Getr)-
. . —1 —1

Ry = dlag(rtr) Rty = dzag(rctr) Gy = Rtr Getr = Rctr (5>
De este modo, las corrientes, los voltajes y las resistencias de las ramas se estructuran
topolégicamente de tal manera que ambas matrices de incidencia fundamentales y los sistemas
de ecuaciones necesarios pueden determinarse de manera muy eficiente a continuacién.

3. Analisis nodal con matrices de incidencia

El punto de partida para relacionar el anélisis de malla con el analisis nodal es el calculo de
corrientes y voltajes a partir de las matrices de incidencia. En este capitulo mostramos, sin pérdida
de generalidad, cémo calcular los voltajes nodales Vv del circuito de la figura 1 empleando la matriz
de incidencia de corriente fundamental y el analisis nodal.

El método se basa exclusivamente en la ley de Kirchhoff. Para obtener la suma con el signo
correcto de todas las corrientes que entran y salen de un nodo, en el capitulo 2 se definieron como
positivas las corrientes salientes (segun la direccion de la flecha de recuento del consumidor) y como
negativas las corrientes entrantes [3], [18].

Debido a la dependencia lineal de las ecuaciones de nodo, no todas ellas son utilizables para
calcular corrientes y voltajes: se omite un nodo y se fija su potencial como referencia (0 V). Esto
se debe a que, por conservacién de la carga, cualquier ecuacién de nodo puede obtenerse a partir
de las demas. En el ejemplo, el nodo de referencia es el nodo V, aunque podria elegirse cualquiera,



siendo recomendable seleccionar el que tenga mas ramas conectadas (generalmente tierra o masa).
Los demas se denominan nodos independientes.

Los voltajes nodales calculadas Vi corresponden a los voltajes del arbol V4. En el ejemplo,
las corrientes de las ramas se orientan hacia el nodo de referencia, fluyendo desde los nodos
independientes (I, II, III, IV) hasta el nodo V.

Para obtener sistemas de ecuaciones compactos que permitan calcular las corrientes y voltajes
de las ramas (V4 e Ip,, de branch en inglés), se emplea la denominada matriz de incidencia
de corriente fundamental Ay, también llamada matriz de interseccién fundamental [3], [4]. Las
matrices de incidencia cuya submatriz cuadratica —que vincula las ramas del arbol con los
nodos independientes— es una matriz identidad (E) reciben el nombre de matrices de incidencia
fundamentales Ay, ;- Los vectores de corrientes y voltajes de rama, V;,. e Ip,., pueden componerse a
partir de los vectores de corrientes y voltajes de rama del arbol, asi como de los correspondientes a
las ramas de conexién, de acuerdo con las ecuaciones (2) y (3): V,I = [V V1], Il =1l IL.].
La matriz de incidencia —en este caso, la matriz de incidencia de corriente Ap,— indica qué ramas
estan conectadas a qué nodos. Por ello también se denomina matriz de incidencia nodo-rama. Los
valores ayy, de la matriz Ay, se determinan a partir del circuito representado topologicamente en
la figura 3, que se interpreta como un grafo dirigido al asignar direcciones a las corrientes de las
ramas, segun la siguiente regla [3], [4]:

" Qpm = 0 si la rama (m) no esta conectada al nodo (n).
" ap,;, = 1 sila corriente de la rama (m) sale del nodo (n).
" ap,;, = —1 sila corriente de la rama (m) entra en el nodo (n).

De este modo, para el circuito del ejemplo preparado topolégicamente segtn la figura 3, se obtiene la
matriz de incidencia de corriente Ap,. Esta incluye una matriz identidad y, por tanto, constituye una
matriz de incidencia de corriente fundamental Ay, ;- Las columnas m se ordenan segtn la secuencia
de ramas [a, b, c, e, d, f, g, h, j, i], y las filas n segun la secuencia de nodos [I, II, ITI, IV] o de ramas
del arbol |a, b, ¢, €.

1000 -1 -1 -1 O 0 0
01 0 0 O 0 1 -1 -1 0
A=A Al =g 0 10 0 1 0 0 1 —1| =M ©)
o001 1 o0 o0 1 o0 1
La matriz Ay, puede descomponerse en dos submatrices: Agy v Acpr.
-1 -1 -1 0 0 0
o o 1 -1 -1 0
Ay =[E Sl Sr=\g 1 g 0 1 4 (7)
1 0 0 1 0 1

La submatriz A;. corresponde a la matriz de incidencia de las ramas del arbol. Contiene la
informacién sobre qué ramas del arbol estan conectadas con cada nodo. En este caso, Ay es una
matriz identidad E, lo que significa que cada rama del arbol se conecta tnicamente con un nodo
independiente. El otro extremo de cada rama estd unido al nodo de referencia, que no aparece en
la matriz de incidencia debido a que se ha omitido por la dependencia lineal.

La submatriz A., se denomina matriz de incidencia de corriente de las ramas de conexién.
Indica qué ramas de conexion estdn unidas a los nodos independientes. Finalmente, la matriz Sy
representa la matriz fundamental de incidencia de corriente de las ramas de conexioén.

En 1927, Weyl formul6 en [6] el teorema de Kirchhoff a partir del producto del vector de corrientes
de rama [p, con la matriz de incidencia de corriente Ay,, cuyo resultado es cero (méas precisamente,
el vector nulo). Esta relacion conduce al sistema de ecuaciones de todos los nodos independientes.
El nimero de ecuaciones de nodos independientes coincide con el ntimero de ramas del arbol.



Si se emplea la matriz de incidencia de corriente fundamental Ap,,, puede determinarse con
facilidad la dependencia de las corrientes de las ramas del arbol I, respecto de las corrientes de las
ramas de conexion I, de acuerdo con la ecuacion (8).

I
Itr:| = It'r + Sf : Ict'r It’r‘ = 75]0 : Ict'r (8>

ctr

O=Aps Iy =[E Sf]-[

Esta ecuacion constituye el punto de partida para calcular los voltajes nodales mediante el dlgebra
topologica. Sustituyendo en el sistema (8) el vector de corrientes de las ramas del arbol, I, por
(IR, — Is,.) v el vector de corrientes de las ramas de conexion, I, por (Ig,,, — Is,,.) —segiun
la ecuacion (1) para la rama general— y trasladando al lado izquierdo los vectores de fuentes de
corriente conocidas Ig,, e Ig,,,, se obtiene la ecuacion (9):

(IST,T + Sf : ISct'r) = IRtr + Sf ' IRctr (9>

Si en la ecuacion (9) sustituimos el vector de los corrientes a traves de las resistencias de las ramas
del arbol, Ig,,, por el producto de la matriz de conductancia de esas ramas con su vector de voltajes
Gy - VRg,,, v €l vector de los corrientes a través de las resistencias de las ramas de conexioén, Ig,,.,
por el producto correspondiente G - Vg, —de acuerdo con la ecuacion (1)—, resulta la ecuacion
(10).

(Istr + Sf Is.,) = G - VR, + Sf “Getr - VRer, (10)

Sustituyamos en la ecuacion (10) el vector de voltajes en las resistencias de las ramas del arbol,
VR,,, por (Vi + Vg,,), v el vector de voltajes en las resistencias de las ramas de conexion, Vg,,.,
por (Ueyr + Vs,,.) —segun el teorema de la ecuacion (1) para la rama general—. Al separar los
términos que contienen los valores conocidos de las fuentes de corriente y de voltaje, junto con las
matrices de conductancia de las ramas y su informacion topolégica en forma de matrices (Gyy - Vs,,.)
y (Sf-Getr - Vs,,,.), en el lado izquierdo, se obtiene la ecuacion (11):

(IStr + Sf ’ ISctr) (GtT’ ' VStr + Sf ’ GCtT : VSctr) = GtT ' ‘/t"' + Sf ' GCtT ’ ‘/CtT (11)

Introduciendo el vector de fuentes de corriente Iy, que refleja la relacion entre las fuentes de voltaje
v de corriente del circuito, y sustituyendo el vector de voltajes de las ramas de conexién, V., por
el término (SJ? - Vir) —que expresa su dependencia respecto del vector de voltajes de las ramas del
arbol Vi, segin la ecuacion (16) que se deriva en el siguiente capitulo—, se llega a la ecuacion (12).

IN = (Gtr + Sf ’ Gctr : SfT) ' V;fr mit IN = (IStT + Sf : ISCt’V‘) - (Gtr ' VStT + Sf : Gctr ’ VSC”)
(12)
La ecuacion (12) incluye tanto fuentes de voltaje, Vs,, v Vs.,,,., como fuentes de corriente, Ig, e Ig,,,.
Las fuentes de voltaje, segiin los teoremas de Helmholtz ¢ [19], se transforman autométicamente
en las fuentes de corriente equivalentes al multiplicarlas por las conductancias de las ramas
correspondientes, de acuerdo con el teorema de Mayer 7 [18].

Mediante la introducciéon de la matriz de conductancia nodal Gy, obtenida a partir de las
conductancias de las ramas y de la topologia de la red, es posible calcular directamente los voltajes
de las ramas del arbol, V4., —que en este caso coinciden con los voltajes nodales, Vy— invirtiendo
dicha matriz:

ctr?

WT:VN:G;/'IIN con GN:Gtr“v‘Sf'Gct'r'S? (13)

A partir de los voltajes de las ramas del arbol V4. pueden calcularse los voltajes de las ramas
de conexion Vg, segun la ecuacion (16). A su vez, con los voltajes de las ramas se determinan las

®El teorema de Helmholtz [19], 1853, también se conoce en algunos paises erréneamente como el teorema Thévenin
[27], 1883

"El teorema de Mayer [18], 1927, también se conoce en los paises de habla inglesa erréneamente como el teorema
de Norton [21], 1927.



corrientes de rama, asi como las corrientes a través de las resistencias y los voltajes correspondientes,
utilizando el sistema de ecuaciones (1) para la rama general.

Aunque la matriz de conductancia nodal Gy se ha obtenido aqui con fines didacticos a partir
de la matriz de incidencia de corriente fundamental, y para el caso particular de un circuito en
forma del grafo no plano de Kuratowski K5, constituye el punto de partida para establecer la
relacién general entre el analisis nodal y el anélisis de malla. En la seccién Discusiéon se amplia y
generaliza esta relacién a representaciones de sistemas basadas también en matrices de incidencia
no fundamentales.

4. Analisis de malla con matrices de incidencia

En este paso, para derivar la relacién entre el analisis de malla y el analisis nodal, se presenta
el calculo de las corrientes y voltajes segiin el andlisis de malla utilizando matrices de incidencia
fundamentales. Este método se basa en la ley de Kirchhoff mencionada previamente y calcula las
denominadas corrientes de malla (Ips), las cuales corresponden a las corrientes en las ramas de
conexion (In,). Las corrientes de las ramas de conexion son, por lo tanto, el punto de partida
para determinar las ecuaciones de malla independientes, que se obtendran con la ayuda del arbol
completo de manera que se derive inmediatamente la matriz de incidencia de voltaje fundamental,
By.

Una malla es un circuito cerrado que recorre cada rama solo una vez. En la ilustracion 4 se
muestra como cada rama de conexion (azul, verde, roja, rosa, marrén, amarilla) cierra una malla a
través de las ramas conectadas del arbol. Concretamente, en la figura 4 se puede observar claramente
que la rama de conexién d forma una trayectoria cerrada a través de las ramas del drbol a y e, la
rama de conexion f a través de las ramas del arbol a y ¢, y asi sucesivamente. Las mallas formadas
de esta manera contienen exactamente una rama de conexién. Kirchhoff determiné el ntmero de
mallas independientes para la aplicacion de la ley de las mallas [4] utilizando el namero de ramas
de conexién omitidas para reducir el grafo al arbol completo.

Figura 4: Ilustracion de la formacion de mallas basada en las ramas de conexion (d, f, g, h, j, i),
que cierran una malla a través de las ramas del arbol (a, b, ¢, e).

La ilustracién 4 muestra a la izquierda las mallas independientes formadas de esta manera.
También es posible formar otras mallas, pero la matriz de incidencia derivada de ellas no es
fundamental. La direccién de la corriente en la rama de conexién determina la direccién de la
flecha de recuento de la malla. Asi, en el siguiente paso, se obtiene inmediatamente una matriz de
incidencia fundamental.

La suma con el signo correcto de todas los voltajes en la malla se forma en relacién con la
direcciéon de la malla. Si la direccién del voltaje y la direccién de la malla coinciden,el voltaje se
incluye en la suma con signo positivo. Si son opuestas, se incluye con signo negativo. La suma con



el signo correcto de los voltajes en las mallas segiun Kirchhoff [1], [4] se realiza utilizando el dlgebra
tologica segun Weyl [6], [3], [18] multiplicando la matriz de incidencia —en este caso, la matriz
de incidencia de voltaje By, — por el vector de voltaje de la rama, Up,.. La matriz de incidencia
indica qué ramas se encuentra en una malla y en qué direccién. Los valores by, de la matriz By, se
determinan para cada malla de la figura 4 de la siguiente manera. El numero de fila (n) corresponde
a la malla respectiva (n) y el nimero de columna (m) a la rama (m), cuya posicion en la malla (n)
se introduce en la matriz de incidencia de la siguiente manera.

" by = 0 si la corriente de la rama (m) no fluye en la malla (n).
» by, = 1 si la corriente de la rama (m) fluye en la direccion de la malla (n).

» by, = —1 si la corriente de la rama (m) fluye contra direccion de la malla (n).

De este modo, se obtiene la siguiente matriz de incidencia de voltaje, By, para el grafo de la
figura 4 en la ecuacion (14), en la que las columnas m estan ordenadas segtn la siguiente secuencia
de ramas [a,b,c,e,d,f,g,h,j,i] ¥ las filas n segin la siguiente secuencia de mallas [[ILIILIV,V VI] o de
ramas de conexion [d,f,g h,j,i]:

1 0 0 -1 100000
1 0 -1 0 010000
1 1.0 0 0071000

Bu=Bw;=10 1 0 10007100 (14)
01 -1 0 000O0T10
0 0 1 -100000 1

Dado que las ramas de conexién solo se encuentran en una malla independiente y la direccién de la
malla coincide con la direccién de la rama de conexién correspondiente, esta matriz de incidencia
también contiene una matriz unidad. El ejemplo ilustra claramente que el niimero de ramas de
conexién determina el nimero de mallas independientes. Esta matriz de incidencia también se
denomina matriz de incidencia de voltaje fundamental, By, ,. Para un tratamiento posterior eficiente,
es conveniente separar la matriz By, en dos submatrices By, la matriz de incidencia de voltaje de
rama de arbol, y B, la matriz de incidencia de voltaje de rama de conexion, (15) .

1 0 0 —1]
1 0 -1 0
1 -1 0 0 T
By = Bor; = [Bir Bar] = [My E] Mp=|o = o | Mp=-5 (15)
0 1 -1 0
0 0 1 -—1]

La matriz My es la matriz fundamental de incidencia de voltaje de ramas de drbol. Si se analiza
la similitud con la matriz de incidencia de corriente de ramas de conexion fundamental, Sy, y sus
simetrias, se observa que la matriz M; se puede calcular a partir de la matriz transponida negativa,
—S? segtn la ecuacion (15). Esta relacion se explica con mas detalle en la discusion.

De forma analoga a la ecuacion (8), el producto del vector de voltaje de rama, Vj,., con la matriz
de incidencia de voltaje, By, es cero —correctamente igual al vector cero— y da lugar al sistema de
ecuaciones de todas las ecuaciones de malla independientes. Con la matriz de incidencia de voltaje
fundamental, By, se puede determinar facilmente la dependencia de los voltajes de las ramas de
conexion, Vi, de los voltajes de las ramas del arbol, V4, segtn la ecuacion (16) (3], [4].

Vir

]:Mf‘V“Vctr Var =My Vi = ;7 Vip  (16)
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Esta ecuacién es el punto de partida para calcular las corrientes de malla con ayuda del 4lgebra
topolégica o matrices.

Sustituyamos en la ecuacion (16) el vector de voltaje de la rama del arbol, Vi, por (Vg,, — Vs,,)
y el vector de voltaje de la rama de conexion, Ve, por (Vg,,, — Vs,,,) —de acuerdo con la ecuacion
(1) para la rama general— y separamos las variables conocidas Vg, v Vs,,, en el lado izquierdo,
obtenemos la ecuacion (17) .

Mf ' VSt'r' + VS = Mf ' VRt'r' + VRct'r (17)

ctr

Si sustituimos en la ecuacion (17) Vpg,, por (R - IR,.) vy Vr.,, por (Rey - IR,,,) —de acuerdo con la
ecuacion (1) para la rama general— obtenemos la ecuacion (18).

VSCM‘ + Mf : VS)‘,T = Rct'r : IRC)‘,T‘ + Mf : Rtr : IR)‘,T (18>

Sustituyamos en la ecuacion (18) Ig,, por (I + Is,,.) v IR.,. por (Ier + Is,,,) —segln la ecuacion

(1) para la rama general— y separamos los términos dados My - Ry, - Is,. v Retr - Is,,, en el lado
izquierdo, obtenemos la ecuacion (19) .
VSC” + Mf . VSW - (Rctr : ISC” + Mf : Rtr : IS”) = Mf : Rtr : Itv" + Rctr . Ictr (19)

Resumamos las magnitudes dadas en el lado izquierdo de la ecuacion (19) para el vector de fuentes
de tension, Vi, que contiene las fuentes de voltaje y corriente resultantes del circuito, y sustituyamos
I, por (MfT - I4r) —de acuerdo con las ecuaciones (15) y (8)—, obtenemos la ecuacion (20).

V= (Mf « Ry - M}—‘ + Rctr) Ao mut Vi = VSctr + Mf ’ VStr - (RCtT ’ ISct'r + Mf “ Ry - IStT)
(20)

La ecuacion (20) contiene tanto fuentes de voltaje, Vs, v Vs,,,, como fuentes de corriente, Ig,, Is
Las fuentes de corriente se convierten «automaéticamente» multiplicAindolas por las resistencias de
rama correspondientes segiin el teorema de Mayer 8 [18], en las fuentes de voltaje resultantes segin
Helmholtz ? [19]. Con la introducciéon de la matriz de resistencia de malla, Ry, que se deriva de las
resistencias de rama y su topologia en la red, se pueden calcular las corrientes de rama de conexién,

Ier, que en este caso son las corrientes de malla, Iys, mediante la inversién de Rjs segun la ecuacion
(21).

ctr®

Iy =TIy =Ry -Var mit Ry = My Ry - M{ + Ry (21)

A partir de las corrientes de las ramas de conexién, I, se pueden calcular las corrientes de las
ramas del arbol, I, con la ecuacion (8). Todas las demas valores de las ramas se pueden calcular
con el conjunto de ecuaciones (1) para la rama general. La matriz de resistencia de malla, Ry, tiene
la misma estructura que la matriz de conductancia de nodo, Gy.

8El teorema de Mayer [18], 1927, también se conoce en los paises de habla inglesa erroneamente como el teorema
de Norton [21], 1927.

°El teorema de Helmholtz [19], 1853, también se conoce en algunos paises erréneamente como el teorema de
Thévenin. [27], 1883.
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5. La relaciéon entre las matrices de parametros del analisis nodal
y del andilisis de malla.

La misma estructura de la matriz de resistencia, Ry, y la matriz de conductancia, G, es el
punto de partida para derivar la relacién entre el analisis nodal y el anélisis de malla. Para ello, se
puede utilizar el lema de la inversién de matrices segtin Frobenius y Schur 10 [23], [24]. La identidad
de matrices de Frobenius y Schur en forma de Woodbury segiin la ecuacion (22) es omnipresente
en la tecnologia. Basta con remitirse al filtro de Kalman [28], [29], que se utilizan, entre otras
cosas, en la automatizaciéon, la comunicacién y el procesamiento digital de senales, por ejemplo,
en sistemas de proteccion digital de redes eléctricas [30]. Los autores de [31] utilizan el lema para
acoplar simulaciones FEM con el calculo de redes.

(X+UYV) =X X Ww(y l+Vvxlu) tvx! (22)

La estructura de la matriz de conductancia, Gy, permite aplicar la identidad matricial de
Frobenius y Schur de la siguiente manera.

(Gur+ Sy G- S57) ' = Gt = G5t Sy (Gt + 847Gt 8p) 8,7 GRt (23)

Si se sustituyen las inversas de las dos matrices diagonales de las ramas, Gt;l y G;ti, por las
matrices de resistencia de las ramas, Ry y Ry, segin la ecuacion (5), y la matriz de incidencia de
corriente de rama de conexion fundamental, S¢, por la matriz de incidencia de voltaje de rama de
4rbol transpuesta negativa, —Mf, segtn la ecuacion (15), se observa que la inversa de la matriz de

conductancia, G]_Vl, se puede calcular con ayuda de la inversa de la matriz de resistencia, R]_Wl, asf
como de la matriz de incidencia de voltaje de rama de arbol fundamental, M}, seglin la ecuacién
(24).

—-1 -1
(G + S5+ Gar - S§") =Ry — Ry - M} - (Retp + My - Ry - M[) - My Ry (24)

Si se aplica la identidad matricial de Frobenius y Schur a la inversa de la matriz de resistencia
Ry, se obtiene la ecuacion (25).

M) MT ARG (25)

ctr

(Retr + My - Ry - M;T) ™' = R — R

ctr ctr

My - (R + My" - R,

Si sustituimos las inversas de las dos matrices de resistencia de rama, R;} y Rcft}d, por las matrices
de conductancia de rama, G,, y G, y la matriz de incidencia de voltaje de rama fundamental del
arbol My por la matriz de incidencia de corriente de rama de conexién transpuesta negativa, —Sf,
se observa que la inversa de la matriz de resistencia de malla, RJ_wl, se puede calcular con ayuda de
la inversa de la matriz de conductancia, G]_Vl, asi como de la matriz de incidencia de corriente de
las ramas de conexion fundamentales, Sy, segin la ecuacion (26).

-1 -1
(Rctr + Mf : Rtr : MfT) = Gctr - Gctr : S? : (Gtr + Sf : Gctr : S?) : Sf : Gctr (26)

Con la ecuacién (24) se puede calcular la inversa de la matriz de conductancia, Gy, a partir de
la inversa de la matriz de resistencia, Rys. Y con la ecuacion (26) se puede calcular la inversa de la
matriz de resistencia, Ry, a partir de la inversa de la matriz de conductancia, Gy

Asi, el teorema define un operador para sistemas duales como sistemas de flujo y energia que
permite transformar sus representaciones unos en otros.

1073 identidad matricial de Frobenius, [23], 1912, y Schur , [24], 1918, también se conoce en los paises de habla
inglesa erréneamente como la identidad matricial de Woodbury. [25] 1949.

12



6. Ejemplo numeérico

En este capitulo se presentan los resultados de los calculos de las corrientes y voltajes de rama
para el circuito eléctrico preparado topologicamente de la figura 1. Para mayor claridad, todas las
direcciones de los voltajes v de las corrientes para el analisis nodal y de malla se muestran en la
figura 5.

+ - — —0
xX—> st ? R y
Ix Ry X
50
O/

Figura 5: Circuito preparado topolégicamente segtn la ilustracion 1 con direcciones de voltajes y
corrientes para el analisis de malla y anélisis nodal, asi como interconexion de la rama general.

Los vectores de las resistencias de rama, r4. y 7etr, Se obtienen a partir de las ecuaciones (2) y
(3), en las que se introducen los valores de la figura 1.

Los vectores para las fuentes de corriente y voltaje, Vs, y Vs,,, , asi como Ig,, e Ig,, , dan lugar
a las siguientes asignaciones segun las direcciones de los voltajes y las corrientes de la figura 5 y las
ecuaciones (47).

oV 0AT
ov 0A 1% 0A
ov 0A ov 0A
VSt'r' OV ISt'r' = OA VSct'r' = OV ISct'r' = %A (27)
ov 0A ov 0A
oV 0A

Con estos datos, se obtienen para ambos métodos, es decir, para el andlisis nodal segin las
ecuaciones (13) y (16) y anélisis de malla segiin las ecuaciones (21) y (15), asi como utilizando las
ecuaciones (24) y (26), se obtienen los siguientes corrientes de rama, I v I, y voltajes de rama,
Vetr v Vetr. Los célculos se realizaron con Octave con su precision estandar de 16 decimales.

[ 0,6250 7 [ 0,124998 T
0,5039 —1,5370 0,5039 0,577164
—0,8836 | —1,3876 | —0,4418 | —0,198223
Vir = —1,0331 Ve Ve = 2,0126 Vel = —0,3444 A Lo = —0,623431 A (28)
1,1289 —0,1494 0,2822 —0,016606
| 2,1620 | | 0,216200 |

La consistencia de esta solucién se confirma segiin el teorema de balance de potencia de Wey

"El teorema de Weyl [6], 1927, también se conoce erréneamente como el teorema Tellegen [26], 1952.
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segun la ecuacion (39) y da valores numéricos alrededor de cero en el rango de precision de célculo
de 2,210~ 16 y —1, 710715,

La matriz de resistencia, Ry, para la matriz de incidencia segun la ecuacion (14) y la ecuacion
(21), y la matriz de conductancia, G, para la matriz de incidencia segin la ecuacién (6) y la
ecuacion (13) tienen los siguientes valores.

10 1 1 4 0 4]
1 10 1 0 3 -3 1,5095 —0,1429 —0,1667 —0,2000
Ry |11 10 =2 =2 0 o [-01429 08790 01111 —01250| o
4 —2 14 2 4 ~0,1667 —0,1111 0,7111  —0,1000
0 3 -2 2 14 -3 ~0,2000 —0,1250 —0,1000 0,6750
4 -3 0 4 -3 17
(29)

La inversa de la matriz de resistencia, R;;, segin las ecuaciones (21) y (26) tiene los siguientes
valores.

[ 0,12631 —0,018794  —0,016887 —0,031281 0,0006046  —0,025569 ]
—0,018794  0,11631 —0,014141 0,00062672 —0,022573  0,020817

pl_ —0,016887 —0,0014141 0,10998 0,018217  0,016147  0,000041079 S (30)
M —0,031281 0,00062672 0,018217 0,089509  —0,013751 —0,016017
0,0006046  —0,022573 0,016147  —0,013751  0,083504 0,013846

|—0,025569  0,020817  0,000041079 —0,016017 0,013846 0,074725 |

La inversa de la matriz de conductancia, G, segin las ecuaciones (13) y (24) tiene los siguientes

valores.
0,7470 0,1944 10,2468 0,2939

0,1944 1,2530 0,2881 0,3323
-1 _ 3 ) ’ )
Gy = 0,2468 0,2881 1,5594 0,3575 @ (31)

0,2939 0,3323 0,3575 1,6831

Se obtuvieron los mismos valores con todos los métodos, es decir, segin las ecuaciones (13) y
(21), asi como (24) y (26), con una precision numeérica de 6 digitos. Las desviaciones numeéricas
entre el calculo directo de las inversas segin las ecuaciones (13) y (21) y el célculo indirecto de las
inversas a partir de las otras inversas segan las ecuaciones (24) y (26) se encuentran en este ejemplo
entre +£107°... £ 10718,

7. Discusion

En esta seccion se profundiza en las siguientes relaciones y se amplian los ambitos de validez de
los sistemas de ecuaciones mostrados.

A Extension de la validez a matrices de incidencia no fundamentales

B Ortogonalidad de la matriz de incidencia de tensién y corriente

C Prueba algebraica para circuitos conectados

D Aplicacion del analisis de malla

E Aplicacion al andlisis de procesos estacionarios y dindmicos en circuitos de corriente alterna

F Extension en teorfa de grafos
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A Extensiéon de la validez a matrices de incidencia no fundamentales

La relacion entre la inversa de la matriz de resistencia, wal, v la inversa de la matriz de
conductancia, G;,l, se basa en la matriz de incidencia de voltaje de rama fundamental, My, y
la matriz de incidencia de corriente de rama de conexion fundamental, Sy. Para ampliar la validez
de la relaciéon también a matrices de incidencia no fundamentales, utilizamos la ortogonalidad de la
matriz de incidencia de corriente, Ay, y la matriz de incidencia de voltaje, By, segun Weyl [3], [6],
[4]. En el sistema de ecuaciones (32), (33), (34), (35) se muestra como se pueden calcular a partir
de las matrices de incidencia no fundamentales, Ay, v By, , la matriz de incidencia de corriente de
rama de conexion fundamental, S, y la matriz de incidencia de tension de rama de arbol, My [4].

0 = Ay, - BbrfT = [Aw, Actr,) - []\gq = Ay, - M" + Acr, (32)
M = Ay, A, (33)

0=, BT =8 5] ] = BT 45y B! (34)
Sy = =By, Bun," (35)

Si se dan o se determinan las matrices de incidencia no fundamentales de un circuito eléctrico,
By, Apr,, se pueden determinar a partir de ellas las submatrices fundamentales, My y Sy, segtn
las ecuaciones (33) y (35) [4].

Para mayor claridad, a continuacién demostramos con las ecuaciones (36) y (37) la ortogonalidad
de las matrices de incidencia fundamentales, A, ;e By, . generadas a partir de las matrices de
incidencia no fundamentales originales, Ay, v By, demostramos la ortogonalidad de las matrices
de incidencia fundamentales, Ay, ; * Bory, generadas a partir de las matrices de incidencia originales

no fundamentales. Para ello se utiliza la relacion (M;T = —S;) de la ecuacion (15).
— Bc T -L B T g
@ = Abe . BbeT = [E Atro lActrO] : ( tro E ¢ 0) (36)
0= (Bctroi1 . Btro)T + AtroilActro = _AtroilActro + AtroilActro (37)

Las relaciones entre la matriz de incidencia de corriente de ramas de conexion fundamentales, Sy,
y la matriz de incidencia de voltaje de ramas de arbol, My, también se pueden demostrar mediante
el teorema de Weyl '2 [6]. El punto de partida son las relaciones entre las corrientes y los voltajes
de las ramas, asi como las dependencias de las ramas del &rbol y de conexién segiin las ecuaciones
(8) v (16), que se resumen en el sistema de ecuaciones (38).

L] [-S Ve | | 1
Ibr - |:[ct7':| = |: 1 :| 'Ict'r ‘/br - |:V’ct7‘:| - |:—M:| 'V;f’l' (38)

Si ahora calculamos la balanza por potencia segiin el teorema de Weyl '3 [6] para el circuito,
obtenemos la ecuacion (39).

0=V Ipr = [V[I VT]'[M} = Vir - Lir + Vet Laar (39)

ctr [ct’r‘

Lo interesante de la ecuacion (39) es que la suma de las potencias de todas las ramas del arbol es
igual a la suma negativa de las potencias de todas las ramas de conexion (VL - I, = =V - I.4.). Si

12El teorema de Weyl [6], 1927, también se conoce erréneamente como el teorema Tellegen [26], 1952.
13El teorema de Weyl |6], 1927, también se conoce erréneamente como el teorema Tellegen [26], 1952.
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se sustituyen las relaciones del sistema de ecuaciones (38) en la ecuacion (39), se obtiene la ecuacion
(40)

0= ng ’ (_Sf ’ Ictr) + <_Mf ’ VtT)T Lerr (40)

Si se reorganiza el sistema de ecuaciones (40), se puede extraer la relacién entre la matriz de
incidencia de corriente de rama fundamental, Sy, y la matriz de incidencia de tensién de rama de
conexién fundamental M.

Vie  Sp - detr = Vi - (=Mf) - Ior = Sp=—-Mj (41)

Las matrices de incidencia fundamentales [E S f] y [M ¥ E] también se pueden
calcular mediante las inversas de las submatrices cuadradas de las matrices de incidencia no
fundamentales. Es decir, multiplicando la matriz A;,, = [Atro Amo} con Am_l. Y multiplicando
la matriz. By, = [Bm ch] con Bctrofl. De este modo, se obtiene inmediatamente:
Abrf = [E Sf] = [E Atro_l . Amo] y Bbrf = [Mf E] = [Bmo_l - By, IE} . Estas relaciones,
derivadas de forma algo maés sencilla, se seguiran utilizando en lo sucesivo.

B Ortogonalidad de la matriz de incidencia de voltaje y de corriente

La relacién entre la matriz de incidencia de corriente de rama de conexién fundamental, Sy, y
la matriz de incidencia de voltaje de rama de arbol fundamental, My, se ha basado en las leyes
de Kirchhoff [1], que se expresan en las ecuaciones (8) y (15), asi como del teorema de Weyl '* [6]
segin la ecuacion (39). Con la ecuacion (41) se puede ahora, en aras de la exhaustividad, mostrar
la ortogonalidad utilizada en las ecuaciones anteriores (32) y (34) entre la matriz de incidencia de
corriente fundamental, Ay, y la matriz de incidencia de tensién fundamental, By, .

My

(O):Ag“f'Bbe: [E SJI:]|:E

]:Mf+sf=—5?+sf (42)

C Prueba algebraica para circuitos conectados

En este punto, cabe mencionar que, con ayuda de la matriz de incidencia de corriente completa",
Apr,. segn la ecuacion (43), que también contiene la informacién sobre qué ramas estan conectadas
al nodo de referencia, se puede comprobar ficilmente si un grafico es coherente o no. La matriz que
se introduce en la literatura especializada en electrotecnia como matriz de incidencia es, en realidad,
la matriz de incidencia reducida, que no contiene la informacién topologica del nodo de referencia.

1 0 0 0 1 1 10 0 0
o 1 o0 o o 0 -1 1 1 0
Apre o o 1 o0 o0 -1 0 0 -1 1 (43)
o o0 o 1 -1t 0 0 -1 0 -1
-1 -1 -1 -1 0 0O O O 0 o0
Si el producto del vector unitario, I = [1 1...1], con la matriz de incidencia de corriente

completa', Ay, segin la ecuacion (43) da como resultado un vector nulo, @ = [0 0...0], entonces
el grafo es conexo.

O=1- Ap, (44)

En el presente ejemplo, este es el caso, ya que cada columna contiene, ademdas de ceros,
exactamente un 1 y un -1. Esto es facil de comprobar, ya que cada rama estd conectada con

YEl teorema de Weyl |6], 1927, también se conoce erréneamente como el teorema de Tellegen [26], 1952.
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exactamente dos nodos diferentes, y la direcciéon de corriente de cada rama apunta exactamente
hacia un nodo y sale del otro. Con la matriz de incidencia ¢ompleta", cada fila se puede calcular
con la ayuda de las demés. Simplemente corresponde a la suma negativa de las columnas de la
matriz Ay, para cada elemento de la fila que se va a determinar, omitiendo la fila que se va a
determinar. Esta consideracién ilustra la dependencia lineal de las filas en la matriz de incidencia
de flujo «completa», Ay, entre si. Para establecer un sistema de ecuaciones lineales solucionable
con ayuda de las matrices topologicas, en este caso las matrices de incidencia de corriente, es
imprescindible omitir una fila de la matriz de incidencia de corriente ¢completa", Ay, y continuar
el calculo con la matriz de incidencia reducida", Ap. en torno al nodo de referencia. Si el nodo
de referencia estd conectado con todos los demés nodos del circuito, al establecer la matriz de
incidencia de corriente reducida", Ay, (en torno al nodo de referencia) se obtiene inmediatamente
una matriz de incidencia de corriente fundamental.

D Aplicacién del analisis de malla

Las ecuaciones (23) y (25) permiten, por un lado, calcular los voltajes en los nodos, Vy,
utilizando la matriz de resistencia Rjy; derivada del andlisis de malla y, por otro lado, calcular
las corrientes de malla, I, utilizando la matriz de conductividad G derivada del andlisis nodal,
incluso para matrices de incidencia no fundamentales, que pueden convertirse en fundamentales
segin las ecuaciones (33) y (35). Las dos ecuaciones (45) y (46) expresan esto mateméaticamente.

I, =Ry Vi = (Getr — Getr - S¢7 -GN - Sy - Gerr) - Viu (45)
Ve=Gy' In=(Ry — Ry - My" - Ry} My Ry,) - Iy (46)

Las dos ecuaciones (45) y (46) refutan, por un lado, la inaplicabilidad fundamental del analisis
de malla a circuitos no planos, tal y como se describe en [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], ¥, por
otro lado, la afirmacion de [9] de que el analisis nodal es més general que el analisis de corriente de
malla. Por el contrario, si se utiliza el anélisis de malla junto con el método del arbol completo, tal
y como se describe en el articulo, también es muy fécil establecer la matriz de incidencia de voltaje
fundamental para circuitos no planos y, con ayuda de las dependencias representadas, también la
matriz de incidencia de corriente fundamental.

En los capitulos 3 y 4 se ha demostrado que el ntimero de ramas del arbol determina el
nimero de nodos independientes, vy el nimero de ramas de conexiéon determina el niimero de mallas
independientes. Si un circuito tiene menos ramas de arbol que ramas de conexion, se recomienda
utilizar el andlisis de tensién de nodos. Si el circuito tiene menos ramas de conexién que ramas de
arbol, se recomienda el analisis de corriente de malla. Cabe sefialar que en los sistemas magnéticos
se prefiere utilizar el analisis de corriente de malla.

E Analisis de procesos estacionarios y dinamicos en circuitos de corriente alterna.

Si la resistencia de la rama se sustituye por una impedancia, por ejemplo, Z~ = jw%’zlz =
jw-L Zr = R o la conductancia de la rama por una admitancia, por ejemplo, Y =jw-C, Y =
jw% Y = G, la validez de la relacion segin las ecuaciones (24) y (26) también se puede ampliar
al célculo de procesos estacionarios en redes de corriente alterna en el plano complejo.

Si las relaciones entre la corriente y el voltaje en el elemento correspondiente, resistencia,
conductancia, inductancia o capacitancia, se transforman en el dominio de Laplace mediante la
transformada de Laplace, se puede describir el comportamiento de los elementos correspobdientes
mediante las siguientes impedancias, por ejemplo, Z¢(s) = -4, Z1(s) = s-L, Zg(s) = R o mediante
las siguientes admitancias, por ejemplo, Yo(s) = s- C,Yr(s) = ﬁ,Yg(s) = (. De este modo, la
validez de la relacién también se puede ampliar a procesos dindmicos en redes de corriente alterna.

Los métodos para establecer las matrices de impedancia y admitancia para ambos

procedimientos, es decir, los procedimientos en el plano complejo o en el dominio de la frecuencia y
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en el dominio de Laplace, se describen detalladamente, entre otros, en [3].
Una vez ampliada, generalizada y demostrada la validez de las ecuaciones (24) y (26), en el
siguiente capitulo se resumen los conocimientos adquiridos.

F Extension en teoria de grafos

En la teoria de grafos, la matriz de incidencia de corrientes, Ap., se denomina matriz de
incidencia de nodos, y la matriz de incidencia de voltajes, By,, se denomina matriz de incidencia de
rama. A partir de ambas matrices de incidencia reducidas pueden obtenerse las llamadas matrices
de Laplace reducidas, L y Lg'.

Sin pérdida de generalidad —véase la Seccion A de la discusion—, las matrices de Laplace
reducidas, L4 y Lp, pueden calcularse a partir de las matrices de incidencia fundamentales
(reducidas), Ap., y Bpr,, segn las ecuaciones (47) y (48).

E

La= Ay, - Ay, = [E Sf]~[ST}:]E+Sf-Sf:E+MfT-Mf (47)
f
MT

LB:Bbrf'Bg;f:[Mf E]-[Ef}:E+Mf-Mf=E+S?'Sf (48)

Las matrices de Laplace reducidas de las matrices de incidencia de nodos y de ramas pueden
obtenerse mediante las simetrias de las submatrices Sy y M de dichas matrices de incidencia.

Con la ayuda de la identidad matricial de Frobenius y Schur pueden establecerse también
relaciones directas entre las inversas de ambas matrices de Laplace reducidas.

Ly' = (E+S;-Sf) " =E+S;- (B+M;-Mf) - SF (49)

Lg' = B+ M- M) =E+M;- (E+5;-5F)" - Mf (50)

FEste articulo se limita a mostrar las relaciones entre las matrices de incidencia de nodos y de
ramas independientes —o reducidas—, as{ como entre sus matrices de Laplace e inversas segtn las
ecuaciones (47), (48), (49) y (50).

Asi, el teorema define tambien un operador para las repesentaciones duales des sistemas de
graphos que permite transformar estas representaciones unos en otros.

8. Conclusiones

Los resultados pueden resumirse formalmente en un teorema de redes.

Teorema de redes: Sea un circuito eléctrico que cumple las siguientes condiciones:
= Kl grafo dirigido del circuito es conexo y contiene al menos un arbol completo.
= Cada rama conecta siempre dos nodos distintos.

s Cada nodo esta conectado con al menos dos ramas.

151,as matrices de Laplace reducidas no son matrices de Laplace en el sentido estricto, ya que se obtienen a partir
de matrices de incidencia reducidas. Estas matrices de incidencia reducidas se derivan de las matrices de incidencia
completas, por ejemplo eliminando una fila. Como resultado, las sumas de filas y columnas ya no son cero. Al
multiplicar la matriz de incidencia reducida por su transpuesta se obtiene una matriz invertible, que también se
conoce como menor principal de la matriz de Laplace. La matriz de Laplace, en cambio, no es invertible.
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= Cada rama corresponde al circuito mostrado en la figura 2, la rama general. La rama contiene
una resistencia finita, que puede estar conectada en serie con una fuente de tension. A la
resistencia, o a la asociacién en serie de resistencia y fuente de tensién, puede conectarse en
paralelo una fuente de corriente.

De un circuito de este tipo, cuyos sistemas de ecuaciones —obtenidos mediante el anéalisis de
malla o el el anélisis nodal— contienen matrices de parametros invertibles, es decir, la matriz de
conductancias Gy y la matriz de resistencias Ry, pueden convertirse las inversas val y RK; entre
si.

Esto se logra utilizando las siguientes matrices:

» la matriz de incidencia de corrientes Ay, , con sus submatrices matriz de incidencia de
corrientes de ramas del arbol Ay y matriz de incidencia de corrientes de ramas de conexion

Actr

= la matriz de incidencia de voltajes By, , con sus submatrices matriz de incidencia de voltaje
de ramas del arbol By, y matriz de incidencia de voltajes de ramas de conexion B,

» la matriz de resistencias de las ramas del arbol Ry, v de las ramas de connexion R,
= la matriz de conductancias de las ramas del arbol Gy, y de las ramas de connexion G

asf como de la siguiente manera.

Ry ' = Gor — Gaar - Sy - GN ™1 Sy Gar mit Gy = Gy + Sy Gar - Sg7 - (51)
Sf = Atroil - Actr, (52)

Gn~'=Ry— Ry M;"- Ry ™' My Ry mit Ry = Regr + My« Ryp - My7" (53)
Mf = Bctro_l : Bt'ro (54)

Prueba: La Prueba se basa en las relaciones previamente derivadas en detalle con matrices de
incidencia fundamentales y no fundamentales, y las resume en una forma unificada.

Mediante las siguientes sustituciones en la ecuacion (51) se obtiene la ecuacion (25):
= la matriz de resistencia Ry por el término (R + My - Ry - M}F)

= la matriz de conductancia de rama Gy, y Gy, por las inversas de las matrices de resistancia
—1 —1
de rama R, y R,

» la matriz de incidencia de corrientes, S, por por la matriz de incidencia de voltajes de ramas
del arbol, transpuesta y con signo negativo, —M}F.

Las ecuaciones (23) y (25) corresponden a la identidad matricial de Frobenius y Schur segun
la ecuacion (22), con lo cual queda demostrada la igualdad de los términos en ambos lados de las
ecuaciones (51) y (53).

La generacion de las matrices de incidencia fundamentales, Ay, ;Y By, o @ partir de las matrices
de incidencia de corriente y de voltaje no fundamentales, Ay, ¥ By, , segin las ecuaciones (33) y
(35), se basa en la ortogonalidad entre la matriz de incidencia de corriente y la de voltaje, que se
deduce del teorema de Weyl |3]. En la ecuacion (42) se demuestra la ortogonalidad entre las matrices
de incidencia fundamentales generadas, Apr, y Bpr,-

g.e.d.
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Con las ecuaciones derivadas, es posible calcular las corrientes de malla Iy; a partir de vectores
vy matrices obtenidos exclusivamente mediante el anélisis nodal.

Ly = In = Rype - Vage mit Vage = (Vs = 57 - Vs,,) = (Gap - Is, — Sf -Gy - Is,,) - (55)
Ry ™' = Gety — Getr - S¢7 - GN ™' S5 Gar (56)
GN:Gtr‘i’Sf‘Gctr'SfT (57)
Sy = Atro_l - Actr, (58)

Del mismo modo, es posible calcular los voltajes nodales Vi a partir de vectores y matrices
obtenidos exclusivamente mediante el anélisis de malla.

Ve = VN =Gyt - Ine mit Iy = (Is,, — M] - Is,,) — (Ry' - Vs, — M[ - Rt Vs,,,)
G+~ = Rip — Ry - My" - Ryy ™' - My - Ryy
Ryr = Rey + My - Ry - MyT
My = Ber,” " - Bu,

99
60
61

)
)
)
62)

(
(
(
(

Las relaciones (55) y (59) respaldan la equivalencia en la aplicabilidad del anéalisis nodal y del
analisis de malla, cuya validez habia sido cuestionada por los autores [9], [10], [11], [12], [13], [14],
[15]. Las relaciones aqui derivadas, aunque algo mas complejas, amplian el repertorio de métodos de
célculo para redes eléctricas y abren nuevas posibilidades, por ejemplo, en aplicaciones en tiempo
real donde solo se dispone de valores medidos o estados a través de sensores, los cuales requieren a
su vez procedimientos especificos.

El teorema refuta ademaés la opinién, muy difundida en la literatura internacional sobre la teoria
del célculo de circuitos eléctricos, de que el anélisis de malla no es aplicable a circuitos no planos
(tridimensionales).

Autores estadounidenses de libros de texto y libros especializados, publicados por editoriales
reconocidas como Springer, Pearson, McGraw Hill e TEEE, comenzaron a trasladar la regla de
los signos del anélisis nodal al andlisis de malla. De esta manera, establecieron simplemente los
valores de resistencia de los elementos no diagonales en la matriz de resistencias como negativos,
sin considerar la direccién real de las corrientes de rama. Esta simplificacién es matematicamente
incorrecta y se adopté histéricamente sin haber sido verificada, reproducida en numerosas ocasiones,
traducida y presentada como de aplicacién universal. La célebre afirmaciéon de Einstein: «Haz todo
tan simple como sea posible, pero no mas» resulta acertada, sobre todo porque estos autores deben
integrar un paso adicional en el andlisis de malla para evitar errores.

El ejemplo numérico de célculo de un circuito en forma de un grafo no plano de Kuratowski K
apoya la demostracién general con valores concretos.

Dado que el anélisis nodal se basa en la conservacion de la carga y el anélisis de malla en la
conservacion de la energia, el teorema convierte sistemas de ecuaciones de conservacién de carga
en sistemas de conservacién de energia y viceversa [32]. Ademas, el teorema puede extenderse a
sistemas de conservacion de la energia y de la masa y, en general, a sistemas de flujos y de energias
acopladas.

Ademas, el teorema define un operador para sistemas duales como de sistemas flujos y de energias
que permite transformar unos en otros.

Estas relaciones permiten a disenadores, constructores y analistas de sistemas energéticos,
as{ como de sistemas multisensoriales —como protecciones para redes energéticas inteligentes
o biosensores inteligentes basados en circuitos con estructuras tridimensionales— seleccionar el
método de calculo 6ptimo con el minimo esfuerzo computacional, especialmente cuando el tamano
de la red o los errores de medicién pueden generar problemas numéricos relacionados con la
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precision y la estabilidad.

9. Apéndice: La identidad matricial de Frobenius y Schur

Debido a su gran importancia en ingenieria, la identidad matricial de Frobenius y Schur '6
— a menudo citada pero raramente explicada — se deriva de manera detallada y sencilla a partir
de la inversién de una matriz en bloques con las submatrices A, B, C y D. Esta identidad matricial
también se conoce frecuentemente como lema de inversién de matrices.
Si se multiplica una matriz en bloques con estructura de este tipo por su inversa —que en este
caso estd compuesta por las submatrices E, F, G y H— se obtiene una matriz identidad en bloques,
con las submatrices correspondientes a la matriz cero, Q, y la matriz unidad, E.

E O A B E F

o & =le o] e & o
Con las submatrices (A ...H) se obtienen las ecuaciones ((64)). Las matrices A y D son invertibles
en esta aplicacién.

a: E=A-F+B-G c: O=A-F+B-H (64)
b: O=C-E+D-G d: E=C-F+D-H
La inversion de la matriz en bloques mas grande, con las submatrices A, B, C y D, se puede calcular
de manera més conveniente mediante transformaciones elementales utilizando las submatrices mas
pequenas A, B, C y D del sistema de ecuaciones (64).

Para el desarrollo del lema de inversién de matrices, las submatrices E, F, G y H se determinan
de dos maneras distintas:

= Usando la inversa de la matriz A
s Usando la inversa de la matriz D

A continuacion, los resultados de las dos inversiones —es decir, las submatrices E, F, G y H
obtenidas en los dos pasos— se colocan cada una en una matriz, y el lema de inversién de matrices
se determina comparando las dos submatrices E y H.

Inversiéon utilizando la inversa de la matriz A

En el primer paso, el sistema de ecuaciones (64) se resuelve utilizando la inversa de la matriz A.
Las ecuaciones que siguen contienen los resultados intermedios: la reordenacion de (64).c para F
(véase ecuacion (65)), la sustitucion de F en (64).d (véase ecuacion (66)) y la factorizacion de H en
(66) (véase ecuacion (67)).

F=-A"'""B-H (65)
E=C-(-A""B-H)+D-H (66)
E=(D-C-A"-B)-H (67)

A partir de las ecuaciones anteriores, la submatriz H se puede calcular invirtiendo un término en

18La identidad matricial de Frobenius [23], 1912, y Schur [24], 1918, también se conoce en los paises de habla inglesa
erroneamente como la identidad matricial de Woodbury [25], 1949.
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(67), v la submatriz F se obtiene sustituyendo H en (65), véase ecuacion (69). La regla de célculo

de la submatriz H~! también se conoce como el complemento de Schur con respecto a A.
H=(D-C-A"'.B)"" (68)
F=—A'.B.(D-C-A'.B)"

De manera analoga, al reorganizar (64).a para la submatriz E (véase ecuacion (70)), sustituir
posteriormente E en la ecuacion (64).b y factorizar G en la ecuacion (71), se obtiene la ecuacion
(72).

E=A"1'(E-B-G) (70)
0=C-A'"" (E-B-G)+D-G (71)
0=C-A'+(D-C-A" B)-G (72)

Las submatrices G y E se pueden calcular a partir de los resultados intermedios (véanse ecuaciones
(70), (71), (72)) mediante reorganizacion e inversion (véase ecuacion (73)), asi como sustituyendo
G en la ecuacion (70) y reorganizando posteriormente los términos (véase ecuacion (74)).

G=—(D-C-A'.B) " .C- A" (73)
E=A"4A".B.(D-C-A".B) " .C- 47" (74)

Inversiéon utilizando la inversa de la matriz D

En el segundo paso, las submatrices de la inversa buscada E, F, G y H se determinan utilizando
la inversa de la submatriz D de la siguiente manera: reorganizando la ecuacion ((64)).b para G
(véase ecuacion (75)), sustituyendo posteriormente G en la ecuaciéon (64).a (véase ecuacion (76)) y
factorizando la submatriz E en la ecuacion (76) (véase ecuacion (77)).

G=-D'.C-FE (75)
E=A-E-B- (D' -C-E) (76)
E=(A-B-D'-C)-E (77)

A partir de estas ecuaciones, la submatriz E se puede calcular invirtiendo el término en la ecuacién
(77) (véase ecuacion (78)), y la submatriz G se obtiene sustituyendo E en la ecuacion (75) (véase
ecuacion (79)). La regla de cdlculo de la submatriz E~! en la ecuacién (78) también se conoce como
el complemento de Schur con respecto a D.

' (78)

(79)

E=(A-B-D'.C)"

G=-D'.C.(A-B.-D".C)""
Para determinar las submatrices H y F, el sistema de ecuaciones (64) se reorganiza de la siguiente
manera: se despeja (64).d para la submatriz H (véase ecuacion (80)), y luego se sustituye H en la
ecuacion (64).c, factorizando F en la ecuacion (81) (vease (82)).

H=D'E-C-F) (80)
O=A-F+B- (D' (E-C-F)) (81)
0=B-D'+(A-B-D'C)-F (82)
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Finalmente, las submatrices F y H se pueden determinar a partir de los resultados intermedios de

la siguiente manera: se reorganiza la ecuacion (82) para obtener la ecuacion (83), se sustituye F en

la ecuacion (80) y, posteriormente, se reorganizan los términos para obtener la ecuacion (84).
F=—(A-B-D'C)""-B-D! (83)
H=D'4+D'.C.(A-B-D'.C)""-B-D! (84)

En el siguiente paso, se comparan las submatrices individuales de las inversas obtenidas por los
distintos métodos.

Comparacion de las inversas
Al insertar los resultados de las ecuaciones (68), (69), (73) y (74) en una matriz, se obtiene la

ecuacion (85), y al insertar los resultados de las ecuaciones (83), (84), (78) y (79) en una matriz, se
obtiene la ecuacion (86).

E F
o 1)
A4 AN B (D-C A .B)c.at —a.B.(D-C-A1.B)"] &)
—(D-C-AL.B)".C. A (D-Cc-A'.B)™!
E F
o u)-
(A-B-D'.0)7" ~(A-B-D'¢)"'.B-D! (86)
-D'.c.(A-B-D'.0)! D'4+D'.C-(A-B-D'.C)'-B-D!

Comparando los términos correspondientes a las submatrices E y H en las ecuaciones (85) y (86),
se obtiene el llamado lema de inversién de matrices.

(A-B-D'.0)!

(D-C-A7"-B)”

— A 4A B (D-C-A'.B) T .C- AT (87)

'—p'4+pt.c.(A-B-D'-C)-B- D! (88)

Con las siguientes sustituciones: X = A,U = B,Y = —D~ 1V = C en la ecuacién (87) y
X =D,U=0Y =—-A"'V = Ben la ecuacién (88), se obtiene la llamada identidad matricial en
la forma de la ecuacion (89) - la forma de Woodbury [25] -, que establece la relacion entre el analisis
de malla y el analisis nodal.

(X+UYV) =X x U (v +VX U)X (89)
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